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On montre ci-dessous que certaines classes d’alghbres de type fini sur un 
anneau de Jacobson commutatif sent des algkbres de Jacobson. 
1. INTRODUCTION 
Dans toute la suite, K sera un anneau commutatif unitaire et A une algebre 
associative unitaire sur K. Supposons A de type fini et commutative; si 
K est un anneau de Jacobson, il en est de m&me de A. Nous dirons qu’un 
anneau A est un anneau de Jacobson si tout ideal premier de A est *inter- 
section d’ideaux primitifs (contrairement a l’usage courant qui veut des 
ideaux maximaux). On peut affaiblir l’hypothese de commutativite: il suffit 
par exemple de supposer que A verifie une identite polynomiale suffisamment 
non triviale [2]. Nous proposons ici une generalisation differente. 
Soit A une algebre de type fini, et soit x1 ,..., X, un systeme de generateurs 
de A. Notons A, le sous K-module de A engendre par les produits de 
longueur <.n d’elements du systeme de generateurs. L’algebre A est ainsi 
filtree par les A, et nous dirons que A est presque commutative si A possede 
un systeme de generateurs presque commutatif, c’est-a-dire tel que le grad& 
associe a la filtration ci-dessus soit commutatif. En particulier, A, est une 
algtbre de Lie de dimension finie sur K, et A un quotient de son algebre 
enveloppante. Nous prouvons que si A est presque commutative et si K 
est un anneau de Jacobson, alors A est un anneau de Jacobson. 
Pour terminer, nous donnons quelques resultats partiels dans le cas oh 
l’on ne suppose plus K commutatif. 
Une bonne partie de ce travail est inspiree de Dixmier [3] et d’ilmitsur et 
Procesi [2]. 
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2. ALG~BRES SUR UN CORPS COMMUTATIF 
Le resultat suivant est classique dans le cas commutatif et sert traditionelle- 
ment a deduire le Nullstellensatz fort du Nullstellenss~z faible. 
THBORBME 1. On suppose que pour tout i&al p&n&f 1 de A[X] Pidial 
K n 1 est maximal dans K et que Z’image x de X dans A[X]/I est alghique SW 
K/K C? 6. Ah le radical de Jacobson de A est nil. 
~~mo~st~at~on. Soit a un Clement du radical. On co.mmence par Ctablir 
la relation 
A[X](l - ax) = A[X]. (“J 
Supposons la relation fausse. Soit J un ideal 2 gauche maximal de A[X] 
contenant 1 - ax, et posons M = A[X]/]. C’est un A[XJ-module simple. 
Soit I son annulateur, et posons k = K/K n 1. L’ClCment X induit un 
endomorphisme non nul de M. Done x est inversibie et algebrique sur k. 
Posons y = x-l. In existe p E k[X] tel que x = p(y). Posons m = {J} E M. 
On a axm = xam = m et done am = ym. 11 en r&ulte que q(a)m = q(y)m 
pour tout q E k[X], et en particulier, si l’on note p’ un polynbme de K[X] 
dont l’image est p, on obtient (1 - ap’(a))m = 0. Ceci est impossible car 
1 - a@(a) est inversible dans A. 
D’apres (*) il existe p E A[X] tel que p(X)(l - 0X) = 1. Une simple 
verification montre que le coefficient de Xn dansp(X) est an, ce qui prouve que 
a est nilpotent. 
Remarque 1. Sous les hypotheses du ThCoreme 1, il est clair que le radical 
de tout quotient de A est encore un nilideal. 
Rema~q~e 2. Sous les hypotheses du Theo&me 1, on a m&me le resultat 
plus fort: R(A[X]) .Q A = R(A), oh R(*) designe le radiczl de ** 
COROLLAIRE 1. Soii A une algdbTe presque commutative SW b corps 
~orn~~~a~~f k. Aloes A est un anneau de Jacobson. 
Dhonsiration. L’algebre A[X] est presque commutative et il resulte de 
[Q] que le commutant de tout A[X]-module simple est algebrique sur k (voyez 
le Theo&me 3 ci-dessous). Le radical de A est done nil. Comme A est 
noetherien, le radical de A est nilpotent [4, p. 199j. Soit P un ideal premier de 
A. Wppliquant le m&me raisonnement b A/P, on voit que le radical de AIP 
est nul et done que P est intersection d’ideaux primitifs. 
COROLLAIRE 2 (cf. [l]). Soit A une algkbre de type f&i SW b corps com- 
mutatif k, ci ide?ztite’ polyn6miale (h coefJients dans k). AEors A est wa anneazk 
de Jacobson. 
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Dhnonstration. L’algebre A[X] est de m&me type. Soit B une image 
primitive de A[X]. C’est une algebre simple de dimension finie sur son centre 
[4, p. 2261. Notons C le centre. La representation reguliere gauche realise B 
comme sous-algebre d’une algebre de matrices C, . Si xi ,..., x, engendrent B, 
les coefficients de ces matrices engendrent C. Le Nullstellensatz prouve que 
C est une extension finie de k. Le Theo&me 1 montre que le radical de A 
est nil. Soit P un ideal premier de A. De mCme le radical de A/P est nil. 11 est 
done nul[4, p. 2321. L’idCal P est done intersection d’ideaux primitifs. 
3. PLATITUDE 
Soit K un anneau commutatif integre et soit b un element non nul de K. 
On note Kb I’ensemble des fractions dont le denominateur est une puissance 
de b. Si M est un module sur K on pose n/r, = Kb OK M. 
TH~ORBME 2. Soit A une algkbre presque commutative SW l’anneau intig’re 
K. Soit M un module SW A de type$ni. I1 existe un e’lLment b non nul dans K 
tel que Mb soit un K,-module libre. 
Dhmonstration. Le theoreme n’est pas CnoncC explicitement dans [3], 
mais sa demonstration s’y trouve. En voici les grandes lignes. Tout d’abord, 
en raisonnant par recurrence sur le nombre de generateurs de M, on se 
ram&e au cas oh M est engendre par un Clement m, ce que nous supposons 
desormais. Soit xi ,..., x, un systeme de gtntrateurs de A, presque com- 
mutatif. Sin = (n,,..., n,)ENp,onposex~~xx;l...X~~,/n) =n,+...+n,, 
n + e, = (7~ + e, , n2 ,..., n,), etc... On munit Np dune relation d’ordre 
total notee <, verifiant les proprietes suivantes. Si ] n j < / n’ j, on a n < n’. 
De plus on a n + ei < n’ + ei si et seulement si n < n’ (i = l,..., i = p). 
On pose Mn = Cnrgn Kxn’m et M,- = En,+ Kxn’m. On montre que la 
reunion des Mm est M. On note 1, l’annulateur dans K du K-module 
monogene M,lMn-. On montre que l’on a I, C In+e, pour tout n et tout i. ;Si 
tous les I, sont nuls, M est libre sur K. Dans le &s contraire, il resulte de 
cette relation d’inclusion qu’il existe parmi les -I, un nombre fini d’ideaux 
non nuls 1; ,..., I, tel que tout 1, non nul contienne au moins l’un d’eux. 
Comme K est integre, il existe un Clement non nul b dans I1 ... 1, . Done, de 
deux chases l’une: ou 1n est nul, ou il contient b. 11 en resulte que Mb est libre 
sur K5 . 
A titre de comparaison, nous redemontrerons un resultat de [2]. Nous 
aurons besoin du lemme suivant. 
LEMME 1. Soit A une a@bre primitive h identite’ polyndmiale, de type j%i 
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SUY E’anneau commutatif K. I1 existe am e’l~ment non nul b dam K tel que Kti 
soit un corps. 
~~m~~st~at~o~. hTotons que K est is&gre. Notons F son corps des frac- 
tions. Le centre de A est un corps, extension finie de I; (voir la dCmonstration 
du Corollaire 2). Soit C ce corps, et soit e, ,..., e, une base de C sur 67. Soit 
Xl >...7 x, un sysdme de gCn&ateurs de C sur K (voir ia dCmonstration du 
Corollaire 2). I1 esiste un Clkment b non nul dans Ktei que xiej appartienne L 
I B&el quels que soient i et j. I1 en rksulte que C = %, J&e, ) et done que 
Kb = F. 
4. DEUX CRITBRES UTILISANT LA PLATITUDE 
PROPOSITION I. Soit A une alg&bre SW un armeau de Jacobson K. s5’oit &I 
zm A-module simple d’annulateur I. On pose k = K/K r‘l I. C’est un anneati 
int&re. On suppose qu’il existe UR e’lkment non nul b dans k tel que Mb soit h&e 
SW k, . Alors k est un corps. 
D~~~o~st~at~on. D’aprks le lemme de S&w, b est inversible dans 
Hom,(M, M) et done Ma = AI. Soit (ml)lEL une base de M sw R, . Soit u tm 
ClCment non nul de k, et soit 1 st. Le lemme dc Schur permet d’krire: 
oh les Clkments D et TJ~’ sont uniquement dCterminCs dans k, . 0n en d&hit: 
et done zea = 1, et up1 appartient ?I k, . Done k, est un GOT~S. 
Soit J un idCaP maximal de k ne contenant pas b (ii en esiste car k est un 
anneau de Jacobson). L’application canonique p: k +- k/J se prolonge en 
un homomorphisme k, + k/J. Comme k, est un corps, p est injective, J est 
ml, et k est un corps. 
htOPOSITIO;\i 2 (voir [6]). Soient A une algkbre SW le corps commutat~f k et 
M tin module simple SW A[X]. On suppose qu’il existe un dment 6 non nul 
de k[X] tel que Mb soit Zibve SW k[X], . Soit I l’a~nulateuy dfz M dam A[X]. 
Alors E’image x de X dans A[X]/I est algt?bbrique SW k. 
D~mo~~tyatio~. Soit (rnJEGL une base de Mb SW k[Xjb I Soit p un polyname 
irrkductible de k[X] ne d&ant pas 6. Si p(z) est nul, c’est termink. Dans le 
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cas contraire, le lemme de Schur assure que p(x) est inversible. Soit I EL. 
11 existe 4 E k[X] et n E N tels que 
p(x)-lm, = q(x) b(x)-“ml + 1 * m,, 
l’s;1 
oh les Ctoiles representent des elements de k[X], . En multipliant les deux 
membres de cette relation par p(x) et en examinant le coefficient de m, , on 
obtient p(x) a(x) - b(x)” = 0. C omme le polynbme j54 - b” est non nul, on 
voit que x est algebrique sur k. 
5. ALGBBRES PRESQUE COMMUTATIVE SUR UN ANNEAU DE JACOBSON 
THBORBME 3. Soit A une algbbre p resque commutative SW un anneau. de 
Jacobson K. 
(i) A est un anneau de Jacobson. 
(ii) Soit M un module simple SW A d’annulateur I. L’idt!al K n I est 
maximal duns K, et le cornmutant de M est algbbbrique SW K/K n I. 
D.4monstration. (ii) Posons k = K/K n I. Le Theo&me 2, applique a 
A/I et k, et la Proposition 1, prouvent que k est un corps. Soit x un Clement du 
cornmutant de M. En faisant correspondre x Q X, on fait de M un (A/I)[X] 
module simple. Le Theo&me 2, applique a (A/I)[X] et k[X], et la Proposi- 
tion 2, prouvent que x est algebrique sur k. 
(i) Soit P un ideal premier de A. On doit montrer que le radical de A/P 
est nul. Remplacant A par A/P et K par K/K n P, on peut supposer que A 
est premier et que K est indgre. 11 faut montrer que le radical de A est nul. 
Comme A[X] est une algebre presque commutative, (ii), applique a A[Xj, 
montre que les hypotheses du Theo&me 1 sont verifiees. Le radical de A est 
done nil. 
11 nous reste a prouver que A ne possede pas de nilideal non nul. Soit F le 
corps des fractions de K. Comme A est premier, A s’identifie a un sous- 
anneau de A, = F OK A. 11 est clair que AF est premier. Par ailleurs, A, est 
une algebre presque commutative sur un corps, et done est noetherienne. 
Tous les nilideaux de A, sont nuls [4, p. 1991. Si J est un nilideal de A, JF 
est un nilideal de AF , done nul. Done Jest nul. 
Remarque. Un raisonnement analogue a celui qui precede montre qu’une 
algebre presque commutative premiere sur un anneau K est un anneau de 
Goldie. Elle possede done un anneau de fractions Q [4, p. 2681. Si de plus A 
est primitive et si K est un anneau de Jacobson, alors K est un corps, et 
il est prouvt: dans [7] que le centre de Q est algebrique sur K. 
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6. ALGbRES DE TYPE FIN1 A IDENTPTB PSLYN6iMIALE SuX 
UN ANNEAU DE JMXBS~N 
Le theoreme ci-dessous est le resultat principal de [2]. La demonstration 
ci-dessous est une simplification de celle de [2]. 
TI&R&ME 4. Soit A une al@bre de type $ni SW I’anneau de Jacobson K, 
telle que toute image premihe de A soit h identite’p~~y~~~~z~a~e. 
(i) A est un anneau de Jacobson. 
(ii) S& I un id&al primitif de A. Ah~s K n I est un id&l maximal de 
K et AlI est une a@bre simple de dimension$nie SW K/X n I. 
~~rn~~~~a~~a~. (ii) Le Lemme 1, applique B A/I et k = K/R I? I, et 12 
roposition 1 montrent que k est u~i corps. On conch comme dans la 
dCmonstration du Corollaire 2. 
(i) En raisonnant comme dans la dkmonstration du Thkorkme 3, on est 
ra3nenC a montrer que si A est premier, A, ne posdde pas de nilideal non nul, 
ce qui est bien connu ([4], p. 232). 
7. EXTENSIQNS D'UN ANNEAU NON COMMUTATIF 
Le ThCoreme 4 a CtC gCnCralisC par Procesi [5] a des extensions d’anneaux 
non commutatifs. Dans ce numero, nous prouvons une generaiisation partielle 
du Theo&me 3 (ii), interessante pour L’etude des representations des algehres 
de Lie. 
Nous considkrons un anneau unitaire A, un sous-anneau B de A contenant 
I, et un systeme de generateurs x1 ,..., x, de A sur ayant les proprietes 
suivantes. Notons di la dkrivation a w [xi , a]. Ah-s: 
(I) Best stable sous dl ,..., d,; 
(2) Pour tout i et j variant de I kp, on a 
Lorsque B est commutative et lorsque dl = ..~ = d, = 0, on retrouve les 
algkbres presque commutatives sur B. 
Si 1 est un id&al de A, I n B est un idCal de B stable sous dI ,~.., &, ~ 
RCciproquement, si J est un idCal de B, il existe dans B tin plus grand id&i 
stable sous dl ,..., d, et contenu dans J. Nous le noterons J*- 
TH~R$ME 5. Soit I un id&al maximal de A. On suppose que In B esst 
481/27/2-11 
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premier et intersection d’idiaux primitaf.. de B. Alors il existe dans B un idt!al 
primitif J tel que J* = In B, et vt%i$ant la proprie’te’ suivante: il existe un 
A-module simple de noyau I contenant un sow-B-module simple de noyau J. 
Dhmonstration. Ici encore nous reprenons les methodes de [3], en 
renvoyant le lecteur a [3] pour les details. Soit n = (n, ,..., n,) EN”. 
L’ensemble ND est muni de la relation d’ordre d&rite dans la demonstration 
du ThCoreme 2. Nous employons les notations n < n’, x”, n + ei , deja 
utilisees dans cette demonstration. On pose 
A, = 1 Bxn’ et A,- = 1 Bx”‘. 
?a’ <n R’ <n 
La reunion des A, est A. On note I, l’annulateur dans B du B-module a 
gauche An/A,-. Les ideaux I% non nuls minimaux sont en nombre fini. 
Notons les Jr ,..., I, . Tout ideal I, non nul contient un des ideaux I1 ,..., I, 
et done contient l’ideal 
D = I, -..I,. (On pose D = B si q = 0). 
D’apres [3, Lemme 4.71 tout ideal a gauche L de B tel que AL = A contient 
une puissance Dr de D. 
Pour demontrer le theoreme, on peut supposer I = 0. L’anneau A est 
done simple. Par hypothbe B est premier et done D est non nul. Supposons 
que pour tout ideal B gauche maximal L de B on ait AL = A. Alors pour 
chaque L il existe un entier Y tel que Dr soit contenu dans L et done L contient 
D (car L est maximal). 11 en resulte que D est dans le radical de B, ce qui 
contredit l’hypothbe faite sur I. Soit done L un ideal a gauche maximal L 
de B tel que AL # A. Soit L’ un ideal a gauche maximal de A contenant AL. 
Alors L’ n B = L. Soit C un ideal de B contenu dans L stable sous d1 ,..., d, . 
Alors AC est un ideal de A contenu dans L’, et done C = 0, puisque A est 
simple. Le module A/L’ est simple. 11 contient le B-module simple B/L. 
Soit J l’annulateur dans B de B/L. C’est un ideal primitif de B contenu dans L. 
En particulier on a J* = 0. 
COROLLAIRE 1. Supposons que B soit un anneau de Jacobson et que 
dl z .-. = d, = 0. Si I est un ide’al maximal de A, l’idial In B de B est 
primitif. 
Le corollaire suivant est plus interessant. 11 generalise la Proposition 5.4 
de [3]. 
COROLLAIRE 2. Soit g une a@bre de Lie de dimension $nie sur un corps k 
de caracthistique 0. Soient f un idhal de g, U(g) l’algkbre enveloppante de g, 
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U(f) celle de f, I un idkal maximal de U(g). Aloes iE exist-t zm a%&zl prim&f J 
de U(f) tel qge J* = U(f) n I (done J es un id&E ~~n~~~q~e pour U(P) n I, t 
dam la t~mi~olo~ie de [3]). 
~~~o~t~at~on, Les hypotheses du theoreme sont verifiees, car-1 n C(f) est 
premier d’apres le Lemme 4.8 de [3], et U(f) est un anneau de 
d’aprb le Corollaire 1 du Theoreme 1. 
~~~a~~~~ 1. Sous les hypotheses du Corollaire 2, il est prouve dans [73 
que tout U(f)- mo u e simple de noyau J est contenu dans un U(g)-module d 1 
simple. 
~e~?z~~~~e 2. Soit g une algebre de Lie de dimension finie sur un corps k 
de caracttristique non nulle. Soit f un ideal de g. Soit 1 un ideal primitif de 
U(g). Alors f est maximal, l’anneau U(f)/U(f) f~ I a un seul idea! maximal. 
Soit J son image reciproque dans U(f). Alors J* = U(f) IT I. En general, 
U(f) IT I n’est pas premier et on ne peut done utiliser le theoreme, mais ceci 
resulte facilement de ce que les g-modules simples sont de dimension finie, 
En particulier, tout g-module simple contient un sons-f-module simple, 
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